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摘 要 : 本 文 考虑 多 重 休假 的 Geo/G/1 离 散 时 间 排 队 系 统 ， 其 中 在 服务 员 休 假期 间 到 达 的 顾客 以 概 
率 9(0 < 0 < 1) 进入 系统 . 通过 引入 “服务 员 忙 期 ”和 使 用 全 概率 分 解 技术 ， 讨 论 了 队长 的 瞬 
时 性 质 ， 得 到 了 队长 瞬时 分 布 的 z- 变 换 的 递 推 式 ， 以 及 队长 平稳 分 布 的 递 推 式 ， 并 且 证 明了 稳 态 
队长 的 随机 分 解 性 质 ， 最 后 ， 给 出 了 在 特殊 情形 下 相应 的 一 些 结果 和 数值 计算 实例 . 
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分 类 号 : AMS(2000) 60K25 中 图 分 类 号 : 0226 文献 标识 码 : A 
1 引言 


近年 来 ， 许 多 文献 研究 了 各 种 各 样 的 休假 排队 系统 [站 ， 其 中 顾客 的 输入 率 是 固定 不 变 
的 . 事实 上 系统 的 输入 率 与 服务 员 是 否 在 岗 是 有 关 的 ， 即 在 服务 员 休 假期 间 到 达 系 统 的 顾 
客 不 一 定 进入 系统 . 文献 [4, 引 研究 了 在 服务 员 休 假 中 到 达 的 顾客 以 概率 p(0 < p < 1) 进 入 
系统 的 多 ( 单 ) 重 休 假 连续 时 间 M/G/1 排 队 ， 文 献 [6 研 究 了 离散 时 间 的 Geo/G/1 排 队 系 统 ， 
更 一 般 地 ， 文 献 人 由 研究 了 顾客 成 批 到 达 、 服 务 员 不 可 靠 的 延迟 多 级 适应 性 休假 的 离散 时 
间 Geox/G/1L 排 队 系 统 . 但 是 ， 相 对 连续 时 间 排 队 系 统 而 言 ， 对 离散 时 间 的 排队 系统 研究 却 较 
“>. 随 着 离散 时 间 排 队 系统 在 电信 系统 、 计 算 机 通信 网 络 以 及 其 他 相关 领域 中 的 广泛 应 用 ， 使 
得 对 各 种 离散 时 间 排 队 系 统 的 建 模 与 分 析 就 显得 越 来 越 有 意义 .本 文 考虑 在 服务 员 休假 期 间 到 
达 的 顾客 以 概率 6(0 < 0 < 1) 进 入 的 离散 时 间 Geo/G/1 排队 系统 ， 其 中 服务 员 采 取 空 竭 服 务 
多 重 休假 规则 通过 定义 离散 时 间 下 的 “服务 员 忙 期 ”， 使 用 一 种 直观 、 简 洁 的 分 析 方 法 (全 
概率 分 解 技 术 与 更 新 过 程 知识 相 结合 )， 直 接 从 研究 队长 的 瞬 态 分 布 出 发 (不 首先 假定 系统 处 于 
平稳 状态 )， 首 次 研究 了 队长 的 瞬时 分 布 ， 不 仅 得 到 了 在 任意 时 刻 n 队长 瞬时 分 布 的 z- 变 换 的 
递 推 式 ， 并 且 得 到 了 便于 计算 队长 平稳 分 布 的 递 推 表 达 式 ， 最 后 ， 给 出 了 在 特殊 情形 下 相应 的 
一 些 更 简洁 的 结果 和 数值 计算 ， 而 且 数 值 计算 表明 平稳 分 布 的 递 推 表达 式 有 重要 应 用 价值 . 
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2 ”模型 描述 


考虑 一 个 Geo/G/1 离散 时 间 排 队 系 统 ， 顾 客 相继 到 达 的 间隔 时 间 和 顾客 的 服务 时 间 都 是 非 
负 整 值 随机 变量 ， 时 间 轴 被 分 割 成 间隔 时 间 相 等 的 时 阶 (slot) 序列 ， 表 示 为 0, 1,2,… ,n. 我 们 
在 整数 时 刻 点 0,1,2,… ,n 观 察 整个 排队 系统 .由 于 服务 机 构 性 能 的 不 同 ， 顾 客 的 到 达 与 离 去 
的 时 刻 也 不 同 ， 为 了 明确 规定 时 刻 n 系统 的 状态 ， 我 们 约定 如 下 : 

1) 顾客 到 达 只 能 发 生 在 (n-,n) 内 , n = 0,1,2,…; 服务 的 开始 和 结束 都 只 能 发 生 
E (nnt) 内，n = 0,1,2,.…， 这 样 的 模型 称 为 晚 到 系统 (late arrival system); 

2) 顾客 相继 到 达 的 间隔 时 间 序 列 六 , k= 1,2,… 相互 独立 且 服 从 同一 个 几何 分 布 P{fr = 
j} =p —py!, j==1,2,… ,0<p<1， 并 且 不 同时 刻 的 到 达 行 为 是 相互 独立 的 ; 

3) 系统 中 只 有 一 个 服务 台 ， 顾 客 所 需 服 务 时 间 序 列 Xk, k = 1,2,… 相互 独立 且 服 从 同一 
个 一 般 的 离散 分 布 P{x = jj} = g;, j = 1,2,…， 其 概率 母 函数 为 
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4k 
z 





Oo 
G(z) = 59527, lal <1, 
j=l 


平均 服务 时 间 为 上 (1 和 < 00); IRA FCFS 服务 规则 ; 

4) 服务员 采取 空 竭 服务 多 重 休 假 规则 ， 即 每 当 系 统 变 空 时 ， 服 务 员 就 去 休假 一 次 ， 如 
果 休 假 结束 服 务 员 返回 系统 时 ， 发 现 系 统 中 已 有 顾客 等 待 ， 则 服务 员 立 刻 开 始 为 顾客 服务 ， 
一 直 持 续 到 系统 再 次 变 空 才 又 去 进行 另 一 次 休假 ， 如 果 休 假 结束 服 务 员 返回 系统 时 ， 发 现 
系统 中 无 顾客 等 待 ， 则 服务 员 立 即 去 进行 另 一 次 休假 ， 以 此 类 推 . 假定 服务 员 的 各 次 休假 时 
E Vp, k= 1,2,--- 相互 独立 且 服 从 同一 个 一 般 的 离散 分 布 P{V = j} =v;, j= 1,2,…， 其 概 
率 母 函数 为 


Oo 
V(z) = Yoja, |z| <1, 
j=l 


平均 休假 时 间 为 B[V] (1 < E[V] < œ); 

5) 在 服务 员 休 假期 间 到 达 的 顾客 以 概率 9(0 < 9 < 1) 进入 系统 ， 且 每 一 位 到 达 顾 客 是 否 
进入 系统 不 仅 独 立 于 其 他 到 达 顾 客 是 否 进 入 系统 ， 也 独立 于 已 到 达 的 顾客 数 ， 到 达 间 隔 时 间 、 
服务 时 间 和 休假 时 间 是 相互 独立 的 ; 

6) 系统 在 n = 0 时 刻 的 顾客 数 N(0) = i(i = 0,1,2,…)， 且 当 N(0) = 0 时 服务 员 不 去 休 
假 ， 即 服务 员 休 假 仅 在 繁忙 一 段 时 间 后 进行 (这 样 假 定 更 符合 实际 情况 ， 但 是 平稳 结果 与 此 假 
设 无 关 ). 

注 1 本 文 我 们 采用 N(n) 表示 任意 时 刻 n 系统 中 的 顾客 数 ， 即 队长 ; p = pu, p=1—p. 


3 ”服务 员 忙 期 中 队长 的 瞬时 分 布 


我 们 定义 “系统 闲 期 ”和 “服务 员 忙 期 ”如 下 : 

“系统 闲 期 ”是 指 从 系统 刚 变 空 的 时 刻 起 直到 有 一 个 顾客 进入 系统 为 止 所 经 历 的 时 间 . 
用 五 表 示 第 k 个 “系统 闲 期 ”长 度 ， 则 根据 模型 的 假设 易 得 : 

“4 N(0) = 0 时 


pii-py, k=1, À 
P{i, = j} = j=1,2,.…. 
bp(1 — 0p), k= 2,3,--- > 


第 2 期 魏 瑛 源 等 ， 假 期 中 顾客 以 概率 8 进入 的 Geo/G/1 (E, MV) 排队 系统 分 析 189 





当 NN(0) =i(i= 1,2,.…) 时 
P{Ip = j} = Op(1 — Op)?“'," k, 7 =1,2,---. 
“服务 员 忙 期 ”是 指 从 服务 员 开 始 为 顾客 服务 的 时 刻 起 直到 系统 再 次 变 空 为 止 所 经 历 的 时 
间 . 令 5 表 示 由 一 个 顾客 开始 的 “服务 员 忙 期 ”长 度 ， 类 似 于 文献 [6] 中 引 理 1.1 或 文献 [7 中 的 


引 理 1， 可 得 以 下 引 理 . 
引 理 1 + 


Biz) = X P{b=s}e’, lal <1, 
j=l 


则 B(z) 满足 方程 B(z) = G((5 十 pB(z))z)， 并 且 有 均值 


Pp . 
oy, e<l, 
五 车 = p(1—p) 

o0, p21. 


RA dM 表示 由 ?个 顾客 开始 的 “服务 员 忙 期 ”长 度 ， 则 由 于 几何 分 布 的 “无 记忆 ”性 
Mi, b 可 表示 为 
bË =b tbat tbi i=1,2,..., 


TH. bi, b2, ,bi 相互 独立 ， 与 5 同 分 布 ， 所 以 
>> P{b =j} = Bi(z), lz <1. 
j=l 


令 
表示 在 n = 0 时 刻 忙 期 5 刚 开始 的 情况 下 ， 在 服务 员 忙 期 6 内 时 刻 n 队 长 N(n) = 了 的 瞬时 
概率 ， 则 由 于 服务 员 忙 期 6 是 由 一 个 顾客 开始 的 “服务 员 忙 期 ”长 度 ， 因 此 有 Qi(0) = 
1, Q,;(0) = 0, J = 2,3,.……. 

定理 1 $ 


al2)= SL Qn)", [el <1, 
n=0 


则 有 如 下 递 推 式 


BDL- G(pz) 
a 





“一 上 
证 明 “完全 类 似 于 连续 时 间 排 队 系统 的 文献 由 中 定理 1 的 证 明 . 
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4 ”队长 的 瞬时 分 布 和 平稳 分 布 


令 





Oo 


n=0 
定理 2 对 于 |z| < 1， 有 


pzB(z)[1 — V((1 ~ Op)z)] 








1 
ol?) = ae {1+ Fame Ved BAS i 
iia Bi(z)[1 — V ((1 — 8p)z)] aeo 
vl Ve 0 Pe | 
其 中 B(z) 由 引 理 1 确定 . 
证 明 令 
k 
sg= 》 Vm, k21, so=0, 
因为 在 时 刻 n 队长 等 于 0( 即 系统 中 没有 顾客 ) HANAR n KE “ASAI” P, A 
Poo(n) = P{h >n}+ P{h+b<en<1,+b4+]2; N(n)= 0} 
+ D P{ sm-1 < h S Sm, i +b+ sm <n; N(n) =0} 
m=1 
n oo n-m n—k-1 
= p+ S>P{h +b=k}(1— 0p) "+Y >》 P{h +b=h} >》 Pism =r} 
k=2 m=1 k=2 r=m—-1 
n—k-r l 
x P{V = DDD C \ (Op)? (1 — Op)"t!-9 Pig(n — k —r — l). (3) 
i=l j=l 
类 似 地 ， 对 N(0) =i, i= 1,2,---, A 
n Oo n-m n—k—1 
Poln) = X Pb =k}(1- Op)" + DT J, POP =k} DT Pl{sm-1=7} 
k= m=1 k=i r=m-—1 
n—k-r 
x 》 PIV “9 ( JOPO = Oy" Potn ~ kr =, (4) 


t=1 
对 (3) AM (4) 式 作 z- 变 换 得 
pzB(z) 
1—pz [1 —pa][1 — (1 — @p)z] 


pzB(z) 1 ee 
* pal va JEVE (5) 0m (1 — 9p)" pjo(z), (5) 


j=l 





poo(z) = 
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_ Bz) 
Bele) = T= Ope 
+ eas Pty = = I}! 5 (| )@ara — Op)' 4 pjo(z), i= 1,2,--- .(6) 
1—V((1— NY 
由 (5) 式 和 (6) 式 可 得 关系 式 
1 — pz]Bi-! 
pio(z) = roe [Poo (2) a; ical: i= 1, 2, vo" (7) 
将 (7) 式 代入 (5) 式 ， 可 得 (1) 式 ， 从 而 可 得 (2) 式 
定理 3 对 于 |z| < 1， 有 
_ pe{[l— V((1 ~ 9p)z)]q;(z) + 4; (z)} = 
paG) = VO p(t = BGA ITY i 
i—1 
pi(z) = 》 BY (2)gj-irk(z) 
k=1 
B (2{[1 - V((1 — Op)z)laj(z) +6(2)} 
BN 
其 中 gj(), j= 1,2,.…， 由 定理 1 给 出 ，B(z) 由 引 理 1 确定 ， 且 B0(z) = 1; “47 <omt, = 
i=l 
0, HFA 
= B ay (5) 6p) (1 — Op)*-J2* a P{V =1} 
=j J t=k+1 
了 一 1 (z) 
+》 & ae [V(@ = (1 — B(z)))z) ~V((1 = 8p)2) 
r=1 
n > D (n jew = l}z! (@pB(z))""(1 — op) =], j=1,2,.……. 
m=1 l=m 
EA ”完全 类 似 于 定理 2 的 证 明 . 
定理 4 令 
pj = lim P{N(n) =j}, j=0,1,2,.…, 
则 
(I) 当 p 之 1 时 ， pj =0, j =0,1,2,---5 
(1) 4p<1W, {p;, 7 = 0,1,2,…:} 存 在 且 构 成 概率 分 布 ， 进 一 步 有 如 下 递 推 表达 式 
pate (1 — p)[1 — V(1 — 9p) (10) 


OpE{V][1 — (1 — 0)p] ’ 
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pn- Hatt vil weh} Jea- opr? Y PIV = 


l=k+1 
+ en[i=V V(1 — 0p)— È È (n Pr nera- j=1,2,---, (11) 
其 中 当 7 < 0 时 ， 有 


= pG(p) ° 
1 > = j—1-n—j+1 
Ej = Ea D 5 a(, pp 5 


n=j—1 k=n+1 J 


jï 
+ bE 1 —G(p 
i=1 


n 


1 
DD (i jara ]}, = 2.8,-- 


m=1 k=m 


证 明 由 


p; = XO P{N(0) =i} lim Py (n) = DP{N(O) = i} lim (1 -am 人 
?一 0 


i=0 


ZH L'Hospital 法 则 ， 结 合 定理 1、 定 理 2 和 定理 3 即 得 证 . 4p < 工时 ， 由 (10) 式 和 (11) 式 ， 
通过 直接 计算 可 验证 

oP = 1. 

j=0 


29 5 
= 》 pð, |z| <1, 
j=0 


表示 队长 平稳 分 布 {pi j = 0, 1,2,… 上} 的 概率 母 函 数 ， 则 对 p < 1， 有 


1—p (1-—6z)G(p+pz) —(1-6)z1-—V(1 — 6p(1 — z)) 
1—(1—0)p G(p + pz) —z bp(1 — z) ELV] 








ty (z) = 
证 明 由 
= 》 pð, 
j=0 


结合 定理 4， 直 接 计 算 即 可 . 

注 2 定理 5 表明 : 稳 态 队长 Lv 可 分 解 成 两 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 Ly = 工 十 La， 其 
中 工 是 无 休假 的 且 在 闲 期 中 到 达 的 顾客 以 概率 9 进入 系统 的 Geo/G/1 排 队 的 稳 态 队长 ，La 是 
由 休假 引起 的 附加 队长 ， 

推论 1 当 p < 1 时 ,平均 稳 态 队长 为 


= 9 p? 2 OpE|V* - v] 
Evl = ioga ta ae 2 
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其 中 z 
Ehe] = >》 3?9; < oo 
j=l 
为 X 的 二 阶 原点 矩 ， 
E[v?] = Ypo < oo 
j=l 
为 V A 9) AG. 


证 明 由 


a [Se 





1 
z=1 


HZH L’ Hospital 法 则 可 得 . 


5 “一些 特殊 情形 


推论 2 若 9 = 1， 即 为 空 竭 服务 多 重 休假 的 Geo/G/1 排 队 ， 则 对 p < 1， 有 
es U -pG - p(1 - 2)) 1- V(1 -p(l - 2)) 
G(1—p(l—2z))—z PEIV] i 
这 与 文献 [3] 的 结果 完全 一 致 . 
推论 3 若 P{V = 0} = 1， 即 为 无 假期 的 、 且 在 闲 期 中 到 达 的 顾客 以 概率 9 进入 系统 
的 Geo/G/1 排 队 ， 则 对 p <1, A 
Lp Op(1 — p) 





|z| <1. 





Po = Te Pj mie ao g=1,2,---, 
且 其 概率 母 函 数 为 
2 l-p (1—0z)G(1—p(1—2z))—(1—0)z 
MAI oa ARS 
6 ”数值 实例 


下 面 我 们 通过 一 些 数 值 结果 ， 说 明 不 同 的 参数 对 系统 主要 性 能 指标 的 影响 . 

假设 Xx 服从 均值 为 4 的 几何 分 布 ,，V 服从 参数 为 gq 的 几何 分 布 ， 利 用 (10) 式 和 (11) 式 ， 通 
过 计算 ， 表 1 给 出 了 在 p = 0.1, p=2 F, q, 9 分 别 取 : 

1) q = 0.02, 6=0.5; 2) g=0.02, 06=0.75; 3) g=0.05, 6=0.5; 4) q= 
0.05, 6 = 0.75 这 四 种 情形 时 ， 队 长 平稳 分 布 {pj, 7 = 0,1,2,---} Æj =0,1,2,--- ,10 时 的 计算 
结果 (小 数 点 后 面 留 四 位 数 ). 

Mp = 0.1, q = 0.04, u = 2, 9 = 0.75 时 ， 经 过 计算 得 : 平均 稳 态 队长 El[Lv] = 
1.9776, {p;, j = 0,1,2,…}， 如 表 2. 

由 此 可 见 ， 在 系统 容量 设计 时 ， 系 统 容量 N 根本 不 需 设计 为 无 穷 大 . 但 是 


OO 


P{Ly > B[ly]}= > pj =1-po—pi = 0.4557, 
j=E|Ly)}4+1 
OO 
P{Ly > E[Ly] +1} = D pi = 1 — po — pı — pz = 0.2936. 


j=E[Lv]+2 
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也 就 是 说 ， 如 果 按 平均 稳 态 队长 大 小 为 标准 进行 系统 容量 设计 ， 则 到 达 的 顾客 因 系统 容量 
不 够 而 溢出 的 概率 为 45.57%， 如 果 按 比 平均 队长 大 1 个 单位 为 标准 进行 系统 容量 设计 ， 则 到 达 
的 顾客 因 系 统 容 量 不 够 而 溢出 的 概率 也 为 29.36%， 溢 出 的 概率 相当 大 ! 所 以 ， 在 系统 容量 1 
计时 ， 我 们 不 能 只 按 平均 稳 态 队长 大 小 为 标准 来 进行 系统 容量 设计 ! 


Rl: gq 和 08 取 不 同 值 时 队长 的 平稳 分 布 


(q = 0.02,0=0.5) (gqg=0.02,0=0.75) (q¢=0.05,0=0.5) (q= 0.05, 0 = 0.75) 


po 0.2576 0.1801 0.4558 0.3473 
pı 0.2116 0.1716 0.2727 0.2619 
p2 0.1534 0.1382 0.1385 0.1604 
p3 0.1093 0.1090 0.0681 0.0949 
pa 0.0777 0.0858 0.0332 0.0559 
Ps 0.0552 0.0674 0.0162 0.0328 
26 0.0392 0.0530 0.0079 0.0193 
PT 0.0278 0.0417 0.0038 0.0113 
Ps 0.0198 0.0328 0.0019 0.0067 
py 0.0140 0.0257 0.0009 0.0039 
Pio 0.0100 0.0202 0.0004 0.0023 
Sp 0.9756 0.9255 0.9994 0.9967 
j= 





表 2: p=0.1, q= 0.04, p= 2, 9 二 0.75 时 队长 的 平稳 分 布 














aa 
Po Pı Ei p2 E P3 ps | pe P7 E P8 

0.3008 0.2435 0.1621 0.1048 0.0434 0.0279 0.0179 0.0115 
Po Pio Pil p12 p14 p15 p16 了 | P17 











0.0008 0:0009 we 0.0002 


p23 p24 P25 P26 























如 果 我 们 要 求 滋 出 的 概率 不 超过 万 分 之 一 ， 即 溢出 的 概率 不 超过 0.0001 时 ， 那 么 系统 
的 容量 N 设计 为 多 大 才 合 理 呢 ? HP{Ly > N} < 0.0001， 可 得 N > 19， 即 可 取 系 统 容 
HEN = 19; 如 果 我 们 要 求 洲 出 的 概率 不 超过 千 分 之 一 ， 即 溢出 的 概率 不 超过 0.001 时， 
由 P{Ly > N} < 0.001， 可 得 NN > 15， 即 系统 容量 可 设计 为 N = 15. 

ERIP, Wa = 2, q = 0.05，(a) 是 以 p 为 自 变量 的 po 的 图 形 ，(b) 是 以 p 为 自 变 量 
的 ElLv] 的 图 形 ， 分 别 给 出 了 对 应 于 4 = 0.25, 0 = 0.5, 6 = 0.75, 0 = 1 的 四 条 曲线 ， 
图 1 中 曲线 表明 po 是 关于 p 的 递减 函数 ，E[Lv] 是 关于 p 的 递增 函数 . 在 图 1 中 我 们 还 可 以 讨 
论 9 对 po 和 [Lv] 的 影响 . 对比 参数 0 取 不 同 值 时 的 po 和 [Ly]， 正 如 我 们 所 预期 的 一 样 ， 随 
着 4 值 的 增 大 ，po 减 校 ， 而 ElLv|] 增 大 . 
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在 图 2 中 ， 取 p = 01, p = 2，(a) 是 以 9 为 自 变量 的 po 的 图 形 ，(b) 是 以 9 为 自 变量 
的 EILv] 的 图 形 ， 三 条 曲线 分 别 对 应 于 g = 0.02, q = 0.05, q = 0.1. 图 中 曲线 表明 po 是 
关于 9 的 递减 函数 ，E[Lv] 是 关于 9 的 递增 函数 .同时 对 比 参数 g 取 不 同 值 时 的 po 和 ElLv]， 
可 以 观察 到 随 着 g 值 的 增 大 ，po 增 大 ， 而 [Ly] 减 校 ， 这 也 与 直观 预期 相 一 致 . 
































01 02 03 04 05 
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(a) 以 了 为 自 变 量 时 po HAY (b) 以 了 为 自 变量 时 五 [Pv] HAW 





图 1: 参数 9 的 影响 
































(a) 以 0 为 自 变 量 时 po 的 图 形 (d) 以 为 自 变量 时 五 [了 v] HAW 
图 2: 参数 g 的 影响 
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Analysis of the Geo/G/1(E, MV) Queueing System with 6-entering 
Discipline During Server Vacations 
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Abstract: This paper considers a discrete-time Geo/G/1 queue with exhaustive service policy and 
multiple vacations in which the customers enter the system with probability 6 (0 < 6 < 1) during server 
vacations. By introducing the “server busy period” and using the total probability decomposition 
technique, the transient property of the queue length is discussed. Also, we obtain the recursion 
formulae of the z-transform of the transient distribution and the stationary distribution for the queue 
length. The stochastic decomposition property of the steady-state queue length is proved. Finally, we 
present some corresponding results and numerical examples under special cases. 

Keywords: discrete-time queue; multiple vacations; 0-entering discipline; queue-length distribution; 
stochastic decomposition 
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